Sala: 2103 Octombrie 2014

CURS 1: ALGEBRA
Conf. univ. dr.: Dragos-Patru Covei Specializarea: C.E., LE., S.P.E.

Nota: Acest curs nu a fost supus unuwi proces riguros de recenzare pentru a fi oficial publicat. El poate fi
distribuit numai cu permisiunea autorulus.

Fie K corp comutativ cu elementul neutru la inmultire notat prin 1 iar 0 la adunare.
1.1 Definitia spatiului vectorial (liniar)

Definitie 1.1.1 O multime V # ¢ se numeste spatiu vectorial peste K (sau K-spatiu vectorial V') dacd pe V
se poate defini o operatie algebrica internd

(x,y) eV xV BatyeV (numitd adunarea vectorilor)

impreund cu care V are o structurd de grup abelian, adica indeplineste axiomele

) z+y=y+z, Vr,yeV

A2) (z+y)+z=c+(y+2),Ve,y,zeV
) 0y eV ai x40y =x, VeV
) VeeV,3—z €V ai x4+ (—x) =0y

precum gi o operatie algebricd externd
(,x) e KXV = -z €V (numitd inmultirea cu scalari)
astfel incat sa indeplineasca axiomele
) (a+pf) z=a-z+p-2 Vo, K, VeV
A6) o (z+ )—04 r4+a-y Vae K, Ve,yeV
)
)

(- ) a-(B-x) Vo, € K,Vz eV
1l-z=

T Ve eV.

Remarca 1.1.1 Elementele corpului K se numesc scalari si se noteazd cu litere ale alfabetului grec iar ele-
mentele K—spatiului vectorial V' se numesc vectori gi se noteaza cu litere ale alfabetului latin.

Remarca 1.1.2 Elementul 0y se numeste vectorul nul iar —x opusul vectorului x.

Remarca 1.1.3 Pentru spatiul vectorial V peste corpul K se foloseste notatia (V,K) sau V/K. Dacd K =R
atunci spatiul vectorial (V,R) se numeste spatiu vectorial real iar dacd K = C atunci spatiul vectorial (V,C) se
numeste spatiu vectorial complex.

Exercitiul 1.1.1 Fie K corp comutativ gi

K'=Kx..xK= {(acl,...,a:n)T €K, 1= L...,n}

de n ori

unde n € N, n > 2. Pe K" definim operatiile
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- adunarea: des

T T de T

(xl,.-.,l'n) +(ylaayn) = ($1 +y1aaxn+yn)
T T
unde (1, ..., Tn) , (Y1, yn) € K™
- tnmultirea cu scalari:
T T
o (21, xy) = (@ x1, .- xy)

unde o € K, (x1, ...,xn)T e K".
Sa se arate ca mulfimea K™ inzestrata cu operatiile "+7 si 7-” are o structurd de spatiu vectorial peste corpul
K, numit spativ aritmetic n-dimensional (sau spatiul coordonatelor).

Demonstratie. Elementul 0y = (0, ...,O)T7 respectiv —x = (—x1,..., —xn)T, este vectorul nul din K", re-
spectiv, opusul lui z din K”. Probam Al) din Definitia 1.1.1. Pentru aceasta observam ca pentru orice

x = (z1, ...,xn)T ,y = (y1, ...7yn)T € K are loc

T def
)

- (1'1 + Y1,y Tn + yn)T

(E—‘r’y = (xlw"airn)T—'_(ylw'wyn
= (yl + L1y -3 Yn + xn)T = (y17 ~"7yn)T + ($1, ~-'7xn)T =Y + z,

adica axioma Al) a fost verificatd. Absolut analog se verifica axiomele A2) — A8) ceea ce arata cd multimea K™
este un spatiu vectorial peste corpul K. [ |

Remarca 1.1.4 Pentru K =R obtinem spatiul aritmetic n-dimensional R™.

1.2 Reguli de calcul intr-un spatiu vectorial

Propozitie 1.2.1 Daca (V, K) este spatiu vectorial atunci

i) 0-2 =0y Ve eV,

1) VYae K avem a0y =0y,

i) (-1)-z=-x Ve eV,

w) a-xz=0y — o =0 sau z = Oy

v) a-(z—y)=a-xz—ay Vr,yeV, Va e K
vi) (a=p)-z=a-z—fF -z VYo,f €K, VeeV

1.3 Subspatii vectoriale

Definitie 1.3.1 Fie (V, K) spatiu vectorial si X C V, X # ¢. Multimea X se numeste subspativ vectorial al
i (V,K) daca

1)) Ve,ye X =uc+yecX;

i) Yaoe K,Vx € X = ax € X.

Exemplul 1.3.1 Orice spatiu vectorial (V, K) are cel putin doud subspatii {0y} st V' numite subspatii vectoriale
improprii ale lui (V, K). Orice alt subspaliu vectorial se numeste subspatiu propriu.

Exemplul 1.3.2 Daca K" este spatiul aritmetic n-dimensional definit in Fxercitiul 1.1.1 atunci

T
E = {aj = (.’1,‘1, ...,$i71,0,$i+1, ,St',‘n) ‘ZC S Kn}
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este un subspatiu vectorial al lui (K™, K). fntr-adevdr, fie

T . T
r = (xla "'a'ri—1707xi+17 7$n) Sty = (yla "'7yi—1707yi+17 7yn)
elemente arbitrare din E. Observam cad

x4y = (x14+y1, @izt +Yi—1,0, i1 + Yit1, oy Tn + yn)T ek

T
ar = (az1,..,0wi—1,0,Qx;41,...,az,) € EVa €K

si deci E este un subspatiu vectorial al lui K™.

Remarca 1.3.1 Relatiile i), i) din Definitia 1.3.1 sunt echivalente cuVa, f € K siVr,y € X rezultd ax+ Py €
X.

Remarca 1.3.2 Un subspatiu vectorial are o structurda de spatiu vectorial in raport cu operatiile induse.

1.4 Acoperire liniara a unei submultimi. Combinatie liniara de vec-
tori

Definitie 1.4.1 Fie (V, K) spatiu vectorial, A CV nevidd si x1,...,x, € V.
1) Spunem cd vectorul x € V este o combinatie liniard de vectorii x1, ...,x, dacd existd scalarii o, ...,ap, € K

n
astfel incdt © = > a;x;.
i=1

it) Spunem cd vectorul x € V este o combinatie liniard de vectori din A, dacd In € N*, o; € K, si vectorii

n
€A i=1,..n, al x=> ox;.

i=1
. d o . . L
1) Mulfimea Ly (A) o tututror combinatiilor liniare de vectori din A C V' se numeste acoperire liniard a
i A. In particular, dacd A = {x1,...,2,} atunci

L (A) = {Zn:aixi

i=1

o €K, i= 1n} (1.4.1)

Propozitie 1.4.1 Dacd A CV, A # ¢ atunci L (A) este subspatiu vectorial al lui V.

Remarca 1.4.1 Lk (A) se numeste i subspatiul vectorial generat de mulfimea A si este cel mai mic subspatiu
vectorial ce contine multimea A. In loc de Ly (A) se mai folosesc notatiile spang (A), span (A), sp(A4), < A >
sau L (A).

1.5 Sistem de generatori
Fie (V, K) spatiu vectorial.

Definitie 1.5.1 Spunem ca sistemul X C V este un sistem de generatori pentru V', dacd orice vector din' V' se
scrie ca o combinatie liniard de vectori din X. Cu alte cuvinte, X este un sistem de generatori pentru V, daca
V=L(X).

Remarca 1.5.1 Daca X este un sistem de generatori pentru 'V si X CY CV, atunci Y este un sistem de
generatori al lui V.
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Remarca 1.5.2 Daca X este un sistem de generatori pentru V gi x € X este o combinatie liniard cu vectori
din X, atunci X\ {z} este un sistem de generatori pentru V.

Definitie 1.5.2 Se spune ca un K-spatiu vectorial V este de dimensiune finitd, dacd conline un sistem de
generatori {x1, ..., n}, tn numdr finit.

Exemplul 1.5.1 Spatiul aritmetic n-dimensional K" este de dimensiune finitd, deoarece sistemul de vectori
{61 = (1, ...,O)T yenen = (0, ..., 1)T} este sitem de generatori in K™.

Exemplul 1.5.2 Spatiul vectorial al functiilor reale, definite pe segementul [a,b] nu este de dimensiune finitd,
deoarece functiile

fO (t) = 17f1 (t) = tv---yfn (t) = tn,

realizeazda un sistem de generatori, cu n € N arbitrar.
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CURS 2: ALGEBRA
Conf. univ. dr.: Dragos-Patru Covei Specializarea: C.E., LE., S.P.E.

Nota: Acest curs nu a fost supus unui proces riguros de recenzare pentru a fi oficial publicat. El poate fi
distribuit numai cu permisiunea autorului.

2.1 Familie de vectori liniar independenta/dependenta
Fie (V, K) spatiu vectorial gi I o multime de indici.

Definitie 2.1.1 O familie de vectori X = {x;},.; C V se numeste liniar independentd daca pentru orice familie
Zaixi = 0y daca si numai daca o; = 0 Vi € I.
i€l

Definitie 2.1.2 O familie de vectori X = {x;},.; CV se numeste liniar dependentd dacd existd o; € K, i € 1
nu tofi nuli astfel tncat
ZO@J),’ = Ov.

i€l
2.2 Operatii cu familii de vectori

Propozitie 2.2.1 Intersectia unei familii de subspatii vectoriale ale unui spativ vectorial este un subspatiu
vectorial (echivalent: dacd {S;},c; este o familie de subspatii vectoriale ale spatiului vectorial (V, K) atunci
‘ﬂISZ- este un subspatiu vectorial in (V, K)).

1€

Remarca 2.2.1 In general, reuniunea a doud subspatii vectoriale nu este neaparat un subspatiu vectorial.

Definitie 2.2.1 Se numeste suma unei familic {S;} de subspatii vectoriale din spatiul vectorial (V,K),

mulfimea
ZSi o {sz

el i€l

el

v; € S;, pentru orice i € I} .

Remarca 2.2.2 Suma unei familii de subspatii vectoriale este un subspatiu vectorial.

Remarca 2.2.3 Daca {S;},c; este o familie de subspatii vectoriale din spatiul vectorial (V, K) atunci

ZSi = span (_U Si> ,
iel

iel

(echivalent: suma subspatiilor coincide cu subspatiul generat de reuniunea subspatiilor).
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2.3 Baza a unui spatiu vectorial. Dimensiune

Definitie 2.3.1 Fie (V, K) spatiu vectorial. Se numeste bazd a spatiului vectorial V' o familie de vectori B care
indeplineste conditiile de mai jos:

i) B este liniar independentd;

i) B este sistem de generatori pentru spatiul V.

Exemplul 2.3.1 Fie e; = (1,0, ...,O)T, ey € = (0, ..., 1)T. Familia de vectori B. = {ey,...,en} este o bazd a
spatiului vectorial R™ numitd baza canonicad.

Definitie 2.3.2 Familia de vectori X C V este o familie liniar independentd mazimald, dacda X este liniar
independenta si din faptul ca X CY CV st X #Y rezulta ca'Y nu este liniar independentd.

Definitie 2.3.3 Sistemul de vectori X C V este un sistem minimal de generatori pentru V', daca X este sistem
de generatori pentru V' i din faptul ca Y C X gi X # Y rezultd ca'Y nu este un sistem de generatori pentru
V.

In urméitorul rezultat sunt sugerate definitii echivalente ale bazei:

Propozitie 2.3.1 Fie B o multime de vectori in (V, K). Sunt echivalente afirmatiile:
i) B este liniar independentd si mazimald;

i1) B este sistem de generatori minimal;

iii) B este bazd.

Remarca 2.3.1 Daca pentru o baza se tine cont si de ordinea vectorilor in bazad, atunci in locul cuvantului
baza se va folosi cuvantul reper.

Teorema 2.3.1 (Teorema de existentd a bazei) Fie (V,K) spatiu vectorial. Daca familia finita (x;)
este sistem de generatori pentru V' in care subfamilia (z;)
baza B a lui V astfel incat

i=1,n

i—T7» T < n, este liniar independentd, atunci existd o
—

{1,y } CSB C {1, ey Ty ooty T }

Definitie 2.3.4 Numarul elementelor unei baze a spatiului vectorial (V, K), de dimensiune finitda, se numeste
dimensiunea spatiului. In cazul cind (V,K) nu este de dimensiune finitd, se spune cd (V,K) este infinit
dimensional.

Remarca 2.3.2 Daca G = (x1,22,...,Tm) este sistem de generatori in spafiul vectorial finit dimensional
V # {0y} peste corpul K atunci existd o bazd B a lui V' continutd in G.

Teorema 2.3.2 Intr-un spafiu vectorial finit dimensional orice doud baze au acelasi numar de elemente.

Definitie 2.3.5 Fie (V, K) spatiu vectorial finit dimensional. Dimensiunea lui (V, K) este prin definitie egald
cu numarul de vectori dintr-o bazd a acestuia. Pentru a pune in evidentda dimensiunea spatiului vectorial finit
dimensional (V, K) se foloseste notatia dimg V. Evident dimg {Oy } = 0.

Remarca 2.3.3 Conform Teoremei 2.3.2 dimg V nu depinde de alegerea bazes.
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Lema 2.3.1 (Lema de completare) Intr-un spativ vectorial de dimensiune finita orice familie de vectori
liniar independentd poate fi extinsa la o bazad.

Teorema 2.3.3 (Teorema de caracterizare a bazei) Fie (V, K) spatiu vectorial finit dimensional. O fam-
ilie de vectori B = {x1,...,x,} este bazd a iV dacd si numai dacd pentru orice x € V existd i sunt unici
Qq, ..., € K astfel incat © = a1y + ... + apxy.

Demonstratie. ”C” Cum B este baza a lui V' deducem ca este si sistem de generatori pentru V. Asadar,
pentru orice x € V exista ay, ..., a, € K astfel incat
T =T+ ... +opTy,. (2.3.1)
Pe de alta parte daca aq, ..., a,, € K nu ar fi unici ar exista 1, ..., 8, € K astfel incat
=121+ ... + Bnn. (2.3.2)
Ar rezulta din relatiile (2.3.1) i (2.3.2) ca
a1x1 + ... + apxy, = B1x1 + ..o+ Bnn

sau echivalent
(Bl - 061)581 + ..+ (5n - Oén) Tp =0y = B1 = a1,...0, = oy,

unde am folosit faptul ca 1, ..., x, sunt liniar independente.

7" Presupunem ca pentru orice z € V exista si sunt unici ay, ..., a, € K astfel incat x = ayx1 + ... + anzy.
Aceasta implica ca B este sistem de generatori. Ramane sa demonstram ca este si liniar independent. Observam
ca Vayq, ..., a, € K astfel incat ayxy + ... + apx, = Oy putem scrie

ax1+...+ape, =0y =0-21+ ... +0-z,.

Tinand cont ca scrierea lui Oy este unica deducem ca a; = ... = a, = 0. [ |

Remarca 2.3.4 Intr-un spativ vectorial n—dimensional, un sistem format din n vectori liniar independenti
formeaza o baza.

Remarca 2.3.5 Scalarii aq, ..., € K din relatia (2.3.1) se numesc coordonatele vectorului x in baza B, iar
vectorul zg = (aq, ..., an)T se numeste vectorul coordonatelor lui x in baza B.

2.4 Rangul unui sistem de vectori

Definitie 2.4.1 Daca M C V este un sistem de vectori din'V , atunci rangul lui M este dimensiunea subspatiului
vectorial generat de M (rangM = dimL(M)).

Teorema 2.4.1 (Teorema rangului) Pentru o matrice rangul sistemului de vectori linie este egal cu rangul
sistemului de vectort coloand.

Definitie 2.4.2 Rangul comun al sistemelor de vectori linii sau coloane a unei matrice se numeste rangul ei.

Remarca 2.4.1 Prin transformari elementare aplicate sistemului de vectori linie sau coloane, rangul unei
matrice nu se modificd.
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Remarca 2.4.2 Prin transformari elementare asupra lingilor si coloanelor, orice matrice A poate fi transfor-
matad intr-o matrice B, avand toate elementele nule cu exceptia primelor r elemente de pe diagonala principald,
care sa fie egale cu 1. Matricea A are atunci rangul r.

Remarca 2.4.3 Familia de vectori {x1,...,x,} a spatiului vectorial real (R™,R) este liniar independentd dacd
st numai dacd rangul matricei ce are pe coloane componentele vectorilor x1, ..., x, are rangul n.

Remarca 2.4.4 Familia de vectori {x1,...,2,} a spatiului vectorial real (R™,R) este liniar dependentd dacd
st numat dacd rangul matricei care are pe coloane (sau linii) componentele vectorilor {x1, ...,xn} are rangul k
mai mic decat n. Mai mult, orice subfamilie a acesteia care confine vectori ce au componente intr-un minor de
ordinul k, nenul este liniar independenta. Numarul maxim de elemente al unei subfamilii liniar independente
este egal cu rangul k al matricei.
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CURS 3: ALGEBRA
Conf. univ. dr.: Dragos-Patru Covei Specializarea: C.E., LE., S.P.E.

Nota: Acest curs nu a fost supus unui proces riguros de recenzare pentru a fi oficial publicat. El poate fi
distribuit numai cu permisiunea autorului.

3.1 Teorema schimbului a lui Steinitz

Teorema 3.1.1 Dacd (V,K) este spatiu vectorial cu dimgV € N*, I = {vy,...,v,.} C V este sistem liniar
independent iar G = {uy, ...,u, } CV este sistem de generatori pentru V. atunci existd i1, ...,im—r € {1,2,...,m}
astfel incat {vl, ey Upy Uy, ---,Uim,,.} este sistem de generatori pentru V.

3.2 Metoda pivotului Gauss-Jordan. Lema substitutiei

Teorema 3.2.1 (Lema substitutiei) Fie (V, K) spatiu vectorial cu dimg V =n > 1, B = {a1,...,an} bazd
alut'V iar
r=&a1+ ... +&a;i+ ...+ E€an $ToYy=mna1+ ...+ Npan.

Are loc:
i) Daca F ={a1,...,a;-1,2,a;41, ..., an} este bazd pentru V atunci & # 0.

it) Dacd & # 0 atunci F = {ay,...,a;-1,%, a1, ..., an} este bazd pentru V $i avem

y=niar+..+nfz+...+na,

unde ny = & giny =n; — £, j#Fi, j=1n.

Demonstratie. i) ”C” (Necesitatea). Fie F' baza pentru V. Daca prin absurd §; = 0 atunci

xr = flal + ...+ fiai + ...+ fnan (321)

sau echivalent
§1a1 + ... + &ia; + (=) o + &ip1ai41 + oo+ Epan = 0y

relatie care arata ca vectorii din F sunt liniar dependenti. Ori, aceasta este o contradictie cu F' baza pentru V.
Deci &; # 0.

ii) 7D” (Suficienta). Presupunem §; # 0 si fie combinatia liniara
Atar + ...+ Ni1a,1 + N+ .o+ Aa, = 0y
sau folosind scrierea (3.2.1) echivalent cu
Aar + o+ N (Gar + oo+ ai + o+ pan) + o+ Apa, =0y

ce implica

= \; = 0 si respectiv A\; =0

Ai&i =0
Aj+Ng=0,7#1

3-1
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adica vectorii aq,...,a;—1,%,ait1,...,an formeazi o bazd in V (sunt liniar independenti gi sunt In numér de
n = dimg V). Coordonatele vectorului y in raport cu baza F se obtin astfel:

y=nia1+ .. +n00 Y &aj+ ot nhan = (f +0f&) ar+ i Gai + o+ (0 4 07&n) an

j=1
adica _
m=n+n& . ni=m—Ea
=& = ny =&
77n=77;§+77§‘§n n;:nn_%gn
formule care determina noile coordonate ale vectorului y € V' in raport cu baza F din V. [ ]

Remarca 3.2.1 Cateva din aplicatiile lemei substitutiei sunt: rezolvarea sistemelor de ecuatii liniare, calculul
inversei unei matrice, determinarea rangului unei matrice, extragerea unei baze dintr-un sistem de generatori,
determinarea coordonatelor unui vector intr-o baza etc. In rezolvarea acestor probleme ea se reprezintda astfel

B |z y B | x Yy
a1 | & m ap |0 =

&imi—ni&1

i

(numita si

metoda prvotulut

a; | & #0 i z |1 N = 2’—’ a lui Gauss-Jordan)
& se numeste pivot.

an | &n M an | 0 pt = Infitile

i

3.3 Matricea de trecere de la un reper la altul

Definitie 3.3.1 Fie (V, K) spatiu vectorial cu dimxg V = n € N* jar E = {a1,...,an} $i F = {by,...,b,} baze
ale sale. Matricea ale carei coloane sunt formate de coordonatele vectorilor bazei F in raport cu baza E se
numeste matricea de trecere de la baza E la baza F'.

Remarca 3.3.1 Daca b; = Z?Zl ojas, © = 1,n atunci matricea de trecere de la baza E la baza F' este

11 e Q1
App=1| . . . | (3.3.1)

Alp ... Opn

Teorema 3.3.1 (Schimbarea bazei) Fie (V,K) spatiu vectorial cu dimgV =n € N*, E = {z1,...,xz,} $i
F = {y1,...,yn} baze ale sale. Dacd trecerea de la baza E la baza F se face prin matricea Ap p definita in
(3.3.1) atunci trecerea de la coordonatele lui x in baza E la coordonatele lui x in baza F se face prin matricea
(AE7F)_1. Are loc formula

Tp = (AE’F)il TE.

Demonstratie. Din E baza deducem ca Ve € V, 3! aq,...,a, € K astfel incat x = ay21 + ... + apz,. Fie
Yi = 101 + oo + QinTn, 1 =1,...,n 8 B1,..., By coordonatele lui z fata de baza F, adica x = S1y1 + ... + Bn¥n.-
Stabilim o legatura intre coordonatele o, ..., ap §i 51, ..., Bn. Avem

r o= T+ .+ ap®y = By + o+ BaYn = B (@nir1 o+ a1n®n) + A B (@121 e Q)
n n

= (Branr + .+ Buanr) T+ o+ (Braan + o+ Bunn) Tn = Z Bjayi | ;.
i=1 \j=1
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Cum reprezentarea vectorului z in baza B este unica deducem ca
n
o = E Bjoj; pentru orice i = 1,...,n
Jj=1

ori in scrierea matriceala, relatie echivalenta cu gy = Ag r - rF. Rezolvand ecuatia matriceala in raport cu g,
. 1
obtinem zp = (Ag.r)  ZE. [ ]

3.4 Definitia izomorfismului de spatii vectoriale. Spatii vectoriale
de tip finit izomorfe

Fie (U, K) si (V, K) spatii vectoriale.

Definitie 3.4.1 Aplicatia f : U — V se numeste morfism de spatii vectoriale (sau: aplicatie liniard, operator
liniar, homomorfism de spatii vectoriale ...) dacd

flox+ By) =af (z)+Bf (y) (3.4.1)
pentru orice x,y € U i orice a, B € K.
Remarca 3.4.1 Notam prin Ly (U, V) sau prin Homg (U, V') mulfimea tuturor morfismelor f : U — V. Daca
U =V atunci f se numeste endomorfism al lui U.

Remarca 3.4.2 i) Compunerea a doud (sau mai multe) aplicatii liniare este tot o aplicatie liniard.

it) Daca f:U — V este un morfism de spatii vectoriale atunci f (0y) = Oy.

Definitie 3.4.2 Fie f: U — V aplicatie liniarda. Spunem cd

i) f este injectivd dacd pentru orice ui,us € U urmdtoarea implicatie f(u1) = f(uz) = u1 = ug este
adevarata.

it) [ este surjectivd dacd pentru orice v € V existd w € U astfel incat f (u) = v.
iii) [ este bijectiva daca este injectiva si surjectivd (echivalent: pentru orice v € V exista si este unic u € U

astfel incat f (u) =v).

Definitie 3.4.3 Spatiile vectoriale (U, K) ¢i (V,K) se numesc izomorfe, notam (U, K) = (V,K), dacd existd
un morfism bijectiv f : U — V. Se mai spune ca f este izomorfism sau transformare liniard nesingulard.

3.5 Teoreme de izomorfism

Teorema 3.5.1 (Teorema fundamentala de izomorfism) Dacd (U, K) i (V, K) sunt spatii vectoriale cu
dimg U = dimg V € N* atunci (U, K) = (V,K).

. o 7. . . baza . baza
Demonstratie. Presupunem cd dimyx U = dimg V = n € N*. Fie {v,...,v,} C (U, K) si {w1,...,wp,} C
(V,K). Yv e U, dlay,...,a, € K astfel incét

V=a1v1 + ... + apvy.

Demonstram ca aplicatia f : U — V definita prin

flavr + ... + apvy) = arwy + ... + aywy,
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este liniara si bijectiva. intr—adevér, daca v =ayv1 + ... + apv, €U, w=byv1 + ... + bv, € V gia,b € K sunt
arbitrari atunci

f (av + bw) f ((aaq 4+ bby) v1 + ... + (aa, + bby,) vy,)
= (aa; +bby)wy + ... + (aa, + bb,) wy,

= a(aqwy + ... + apgwy) + b (bywy + ... + bywy) = af (v) + bf (w)

adica f este aplicatie liniard. Pentru a proba cd f este bijectiva este suficient sa observam cid pentru orice
w eV, day,...,a, € K astfel incat w = ajwy + ... + a,wy, §i deci v = ayv1 + ... + a,v, este unicul element din
U astfel incat f (v) = w, adicd f este bijectiva. [ |

Remarca 3.5.1 Daca (V,R) este spatiu vectorial real cu dimg V =n € N* atunci (V,R) = (R",R).

Remarca 3.5.2 Daca (U, K), (V,K) sunt spatii vectoriale, f : U — V izomorfism iar B bazd in U atunci
f(B) este bazd in V.

Teorema 3.5.2 Fie (U, K) si (V,K) spatii vectoriale. Dacd f : U — V este izomorfism de spatii vectoriale
atunci aplicatia inversd f~':V — U este izomorfism de spatii vectoriale.

3.6 Spatiul cat

Fie (V, K) spatiu vectorial gsi X subspatiu vectorial al siu. Definim o relatie binard p astfel Va,y € V avem
zpy < x —y € X. Remarcam ca p indeplineste proprietatile

R1) reflexivitatea: — xpzx, Ve eV,
R2)  simetria: daca zpy atunci ypz, Vz,y € V;
R3) tranzitivitatea: (zpy si ypz) atunci xpz, Va,y,z €V,

X "—=»

adica p este o relatie de echivalentd (congruenta modulo X), se noteaza

Definitie 3.6.1 Fiex € V. MulfimeaZ ={y € V|y ==z (modulo X)} ={y € V]y — z € X} se numeste clasa
de echivalenta asoctatda vectorului x in raport cu p sau clasa de echivalenta a lut © in raport cu p.
Remarca 3.6.1 Multimea

(numitd spatiul factor sau spatiul cdt al lui V

V/IX ={3|z €V} notald si V/= in raport cu relatia de echivalentd p)

a tuturor claselor de echivalenta, admite o structurd de spatiu vectorial in raport cu urmatoarele operatii

~  ~def —— .
adunarea: r+y et x +y pentru orice x,y € V

” . . ~def _——_ . .
inmulfirea cu scalari: o -T = & -z pentru oricex €V st o € K.

Remarca 3.6.2 Au loc:
i) 0= X. Intr-adevir,
O0={yeV]iy=0}={yeV]jy-0eX}={yeV|lye X} =X.
i) Dacd X = {0} atunci spatiul cat al lui V/ {0} = V. Intr-adevir,
veV, z={yeVly-aze{0}t={yeV]y—az=0}={z}.

Teorema 3.6.1 Fie (V, K) spatiu vectorial cu dimg V < oo gi X subspatiu vectorial al sdu. Dacd dimgV =n
st dimg X =m atunci dimg (V/X) =n—m.
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CURS 4: ALGEBRA
Conf. univ. dr.: Dragos-Patru Covei Specializarea: C.E., LE., S.P.E.

Nota: Acest curs nu a fost supus unwi proces riguros de recenzare pentru a fi oficial publicat. El poate fi
distribuit numai cu permisiunea autorulus.

4.1 Suma si intersectia a doua subspatii vectoriale

Amintim urmé&torul rezultat:

Teorema 4.1.1 Dacd (V, K) este spatiu vectorial iar Vi, Vo sunt subspatii vectoriale in V' atunci
VinVa = {veVijveV; sivelr}
Vi+Ve = {vi4wve|v €Visivg € Va}
= {veV|Iv € Vi si Jug € Vo astfel incat v=v; + va}

sunt subspatii vectoriale ale lui V.

Remarca 4.1.1 Vi NV, este numit subspatiul vectorial intersectie iar Vi + Vo este numit subspatiul vectorial
sumd.

4.2 Teorema lui Hermann Giinther Grassmann (1809-1877)

Teorema 4.2.1 Daca (V,K) este spatiu vectorial cu dimg V € N* jar Vi, Vo sunt subspatii vectoriale in V
atunci

Demonstratie. Fie By,qy, = {v1, ..., 0} bazd in V1 NV, Dacé extindem aceastd baza la

baza baza
BV1 = {’Ul, cory Uy U1, ...,ur} c W §1 BV2 = {’Ul7 vy Umys Win 41, ...,ws} c Vs
atunci
S = {1, eeey Uy U1y ovey Uy Wi 1y +ny W

este sistem de generatori pentru Vi + V5. Aratam cd S este liniar independent. Realizam o combinatie liniarg,
egala cu vectorul nul

Oy =X a0 + E;Zmﬂbjuj + X5 1 CRWE -
Rezulta ca v definit prin

v =" a0 + X5, 1 bjuy = =3, g crwy,

ey eV

este un vector din Vi NV, §i b; =0 (j = m + 1,...,7) deoarece By, este liniar independent. Mai mult
Oy = E;’;laivi + ZZ:rJrle’wk
iar deoarece By s este liniar independent deducem ca a; = ¢, = 0. Asadar

dim g (Vl + VQ) =dimg V] +dimg Vo — dimg (Vl n VQ) .
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4.3 Suma directa de subspatii vectoriale

Definitie 4.3.1 Fie (V, K) spatiu vectorial. Spunem cd suma Vi + Vs a subspatiilor vectoriale Vi, Vo din spatiul
vectorial V' este directa, daca oricare ar fiv € Vi + Va exista v1 € V1 §i vo € Vo unici, astfel incat v = vy + vs.
Notam aceastda situatie prin Vi & Vs. Asadar

VieVa={veV|3u € V] gi vy € Vs astfel incit v =v1 + va}.

Teorema 4.3.1 Fie (V, K) spatiu vectorial. Daca Vi, Vs sunt subspatii vectoriale in V' atunci suma Vi + Va
este directd dacd $i numai dacd Vi NVy = {0y }.

Demonstratie. ”C” Presupunem v € V3 N V5. Atunci

v= v +0y =0y + v
[S%1 v v cVy

iar tinand cont ca scrierea lui v este unica, deducem ca v = Oy .

727 Dacd v1 + va = v} + vh pentru vy, ve € V4 iar v}, vh € Vo atunci vy — v] = v} — vy. Asadar
—— =

Evl GVQ

v = v} si Vg = vl
deoarece v; —v] €ViNVa={0v } deoarece vy —v,€VINVo={0y }

adica reprezentarea ca suma este unica. [ |

Remarca 4.3.1 Daca (V, K) este spatiu vectorial cu dimg V' € N* iar Vi, Vs sunt subspatii vectoriale in V
astfel incat suma Vy + Vo este directa, atunci

dimg (Vl + Vz) =dimg Vi + dimg V5.

Demonstratie. Deoarece dimg (V3 N Va) = 0 rezultatul este o consecinta a Teoremei 4.2.1. [ |

4.4 Teorema de caracterizare a sumei directe

Definitie 4.4.1 Fie Vi, Vs, ... , Vi, subspatii vectoriale ale spatiului vectorial de tip finit (V,K). Spunem cd
m

V' este suma directa de Vi, Va, ... , Vi, st scriemV = ®V; sau V =V, @ ... ® V,,, dacd orice vector din V
i=1

se scrie in mod unic ca o sumda de vectori din Vi, Vo, ... | V. In aceasta situatie se mai spune ca subspatiile

vectoriale Vi, Va, ... , Vi, sunt suplimentare.

Dam urmaéatoarea caracterizare a sumei directe.

Teorema 4.4.1 Fie (V, K) spatiu vectorial de dimensiune finita. Urmdtoarele sunt echivalente
i) V==av,.

i=1
i) V=Vit ot V=30V i Vin (zgljj#vj) Oy} Vi=1,..,m.

iii) V=",V gi dimg V = dimg Vi 4 ... + dimg V,, = £ dimg V;.
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4.5 Teorema de existenta a suplimentului

Teorema 4.5.1 Fie (V,K) spatiu vectorial cu dimg V =n € N*. Dacd X C V este subspatiu vectorial in V
atunci exista Y C 'V subspatiu vectorial astfel incat V=X @Y.

Demonstratie. Fie p = dimg X <n si Bx = {b1,...,0,} 0 bazd a lui X. Cum dimg V' = n putem completa
Bx pana la o baza By a lui V, astfel

BV = {bla ceey bpagla "'7gn7p} .

Demonstram ca Y = Span {g1, ..., gn—p} are proprietatea ca V =X @Y. Evident

X+YCV (4.5.1)
Pe de alta parte
VeV, v=% ab+X FRig=c+ye X+Y =V CX+Y. (4.5.2)
—_——  ——
reX yey
Relatiile (4.5.1) si (4.5.2) implica
V=X+Y. (4.5.3)
Mai mult, observam ca
dimg X +dimg Y =p+ (n —p) =n=dimg V =n. (4.5.4)
In final (4.5.3) si (4.5.4) aratil ci este aplicabil punctul iii) al Teoremei 4.5.1 i deci V = X @Y. [ |

4.6 Exemple de operatori liniari

Exemplul 4.6.1 Fie (V,K) spatiu vectorial.

1) Aplicatia 1y : V — V definita prin 1y () = x pentru orice x € V este un operator liniar, numit operatorul
identic.

2) Daca Vi, Va sunt subspatii vectoriale in V' atunci aplicatia O : Vi — Va definitd prin O (z) = Oy, pentru
orice x € Vi este un operator liniar, numit operatorul nul.

3) Notam cu C[la’b] multimea tuturor functiilor f(-) : [a,b] — R derivabile pe [a,b] cu derivata continud.
Aplicatia
D:Cjpy — C&bb D(f)=1f

este un operator liniar numit operator de derivare.

4) Notam cu C’[Oa’b] multimea tuturor functiilor f(-) : [a,b] = R continue pe [a,b]. Aplicatia

I:Cﬁhb]%qla’b],[(f):/a f () dt, x € [a,b]

este un operator liniar numit operatorul de integrare.
4.7 Proprietati ale operatorilor liniari

Teorema 4.7.1 Fie (V1,K) si (Vo, K) spatii vectoriale iar f : Vi — Vo operator liniar. Urmdatoarele au loc

i) f(Ov;) = Oy,
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i) f(—x)=—f(z) Vz e V.
i) f (T o) =X o f (2), €K, 2 €Vi cui=1,...,m.

w) Daca X este subspatiu vectorial in Vi atunci f (X) este subspatiu vectorial in Va.

4.8 Operatii cu operatori liniari. Operator invers

Teorema 4.8.1 Fie (V1,K) si (Vo, K) spatii vectoriale. Dacd pe mulfimea Ly (V1,Va) considerdam operatiile

D) (F+9) @) =f(@)+g()
ii) (af)=af (@)

unde f(x),g(z) € Lx (V1,Va) iar a € K, atunci (Lg (V1,V2), K) are o structurd de spatiu vectorial in raport
cu operatiile definite.
Definitie 4.8.1 Fie (V1,K), (Va,K) si (V3,K) spatii vectoriale. Daca f : Vi — Va si g : Vo — V3 sunt
operatori liniart atunci aplicatia

(9o f) () : Vi = V3 definita prin (go f)(z) = g(f (z)) pentru z € V4
se numegte produsul (sau compunerea) operatorilor liniari f, g.

Remarca 4.8.1 Fie (V1,K), (Va,K) si (V3,K) spatii vectoriale. Daca f : Vi — Vo gi g : Vo — Vi sunt
operatori liniari atunci (go f)(-) : Vi — V3 este operator liniar.

Definitie 4.8.2 Fie (V1,K) si (Va, K) spatii vectoriale. Operatorul liniar f : Vi — Va se numeste inversabil
dacd existd un operator g : Vo — Vq astfel incdt (go f)(x) =a Ve € Vi si (fog) (y) =y Vy € Va. Dacd exista
g indeplinind aceste conditii atunci se noteazd cu f~' si se numeste inversul operatorului liniar f.

Teorema 4.8.2 Fie (V1,K) si (Va, K) spatii vectoriale. Operatorul liniar f : Vi — Vy este inversabil daca si
numat daca este bijectiv.
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CURS 5: ALGEBRA
Conf. univ. dr.: Dragos-Patru Covei Specializarea: C.E., LE., S.P.E.

Nota: Acest curs nu a fost supus unui proces riguros de recenzare pentru a fi oficial publicat. El poate fi
distribuit numai cu permisiunea autorulus.

5.1 Nucleul si imaginea unui operator liniar. Rangul unui operator
liniar si defectul lui

Definitie 5.1.1 Fie (X, K) ¢i (Y, K) spatii vectoriale i U : X — 'Y operator liniar.

i) Multimea
Ker U={ze€ X|U(x) =0y}

se numeste nucleul operatorului U iar dimg KerU se numeste defectul lui U.

ii) Multimea
ImU ={y € Y|3z € X astfel incit U (x) = y}

se numeste tmaginea operatorului U tar dimg ImU se numeste rangul lui U.

Remarca 5.1.1 Sunt adevarate:
i) Ker U este subspatiu vectorial in (X, K) iar ImU in (Y, K).

it) Daca Ker U = {0x} atunci operatorul liniar U este injectiv, si reciproc. Se mai spune cd U este monomor-

fism.

iii) Daca Im U =Y atunci operatorul liniar U este surjectiv. Se mai spune cd U este epimorfism.

Teorema 5.1.1 (Teorema fundamentalad de izomorfism II) Daca (X, K), (Y,K) sunt spafii vectoriale
iar U : X =Y este operator liniar atunci existd un izomorfism g : X/KerU — ImU.

5.2 Teorema dimensiunii pentru operatori liniari

Teorema 5.2.1 Dacd (X, K), (Y,K) sunt spatii vectoriale finit dimensionale nenule iar U : X — Y este

operator liniar atunci
dimg X = dimg KerU + dimg ImU.

Demonstratie. Fie

baza baza extinsa

{v1,...,vq} C KerU iar {v1,...,04, Vg41, .-y Un}

baza

Aratdm ca {U (vg4+1),...,U (vp)} C ImU. Remarcdm ca pentru w € I'mU existd v € X astfel incat U (v) = w.
Demonstram ci {U (vgy1) , ..., U (v,)} este sistem de generatori in ImU. Intr-adevir, din

baza
{Ub oo Ud; Vd+1, "'71)71} -

5-1
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deducem ca exista aq,...,a.,, € K astfel incat
V=0V t+ ... T g4 + Q4410441 + ... + apUy.

Aplicand U avem

U) = U(avr+ ... + @qug + agr1vger + .. + apvy)
= o U (v1) + ..oy U (vq) + ag+1U (vg41) + . + U (vy)
S—— S——
=0y deoarece vy €KerU =0y deoarece vqg€e KerU

= ag+1U (vg41) ... + anU (vy)
st deci {U (vg41) , ..., U (vn)} C Span (ImU).
Demonstram ca {U (vg4+1) , .., U (v,)} este liniar independent in ImU :

@d+1U (vgg1) + .. + anU (vy,) = 0y = U (g4+1vd41 + ... + apv,) = Oy

bazi
si deci @g41v441-.. + anvy, € KerU. Dar {vy,...,v4} € KerlU = existd 81, ..., Bq € K astfel incat

Qd+1Vd41 + oo + @V, = f1v1 + ... + Bavg echivalent Bivi + ... + Bqvg — Qg+1Vd41 — - — AV, = Oy

baza
Cum {v1, ..., 04, Vdg41, -, vnt C X deducem ca

Bl =..= Bd = —0d41 = ... = —0Qp = 0
si deci {U (vg41), ..., U (vn)} este liniar independent in ImU.
Nota: 1) dacd d = n = KerU = X iar din Teorema fundamentalid de izomorfism II avem ci

X/KerU = {0x} izomorf cu ImU = dimg ImU = dimg {Ox} = 0.

2) dacd d = 0 = KerU = {0x} iar din Teorema fundamentald de izomorfism II avem ca

X/{0x} = X izomorf cu ImU = dimg ImU = dimg X = n.

5.3 Reprezentarea matriceala a operatorilor liniari definiti pe spatii
vectoriale de tip finit

Definitie 5.3.1 Fie (X, K), (Y, K) spatii vectoriale de dimensiune finitd n € N*, respectivm € N*, U : X —

L reper . reper . oo
Y operator liniar, E = {z1,...,xn} C X dar F = {y1,...,ym} C Y. Matricea ale cdarei coloane sunt
coordonatele vectorilor U (x1) , ..., U (x,,) in raport cu reperul F' se numeste matricea lui U in raport cu reperele
E si F.

Remarca 5.3.1 Daca

U(z1)) = anyi+ -+ amiym

U (xn) = Qip¥Y1 + - T OmnlYm

atunci matricea lui U in raport cu reperele E gi F' este

U + + 11 A1n ot
Algr= (i) iy, = | WE)lp o [Ul)lp | = (= A).
J=1,.m 4 4 Am1 - Omn
In plus, are loc (U (z))p = [A]% - Tp unde xp este vectorul coordonatelor elementului x € X in raport cu

reperul F.
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Remarca 5.3.2 Fie (X, K), (Y, K) spatii vectoriale finit dimensionale nenule $i U : X — Y operator liniar.

reper canonic reper canonic

Daci E (X,K), F

(Y,K) iar [A]%‘F este matricea lui U corespunzdtoare reperelor

canonice E, F atunci U admite urmdtoarea reprezentare U (x) = [A]g Fo T

Definitie 5.3.2 Fie (X, K) spatiu vectorial de dimensiune finitd n € N* jar U : X — X endomorfism. Daca

baza

E={x1,...zn} C X iar U (z;) = a1;x1 + ... + Qniy pentru orice i = 1,...,n atunci

.
Al (i) izt = [U<€1)]E

+ 11 A1n ot
U (zn)lp | = (= A4),
+ Qnl Qnn

se numeste matricea endomorfismului U in raport cu reperul E.

Exercitiul 5.3.1 Fie Py [X] spatiul vectorial al polinoamelor de grad cel mult 2 si operatorul liniar U : P2 [X] —
Py [X] definit prin U (f (x)) = f' (x)+ f" (x). Sa se determine matricea endomorfismului U in raport cu reperul

canonic B. = {1,z,22} din P [X].

Demonstratie. Metoda I. Observam ca
u@l) =
Uz) =
U (x2) =
iar, conform teoriei
0
1 =
20 +2 =

2
a11 - 14+ a1z 4+ ag1x

2
a9 - 14+ aoex 4+ asgsx

2
a3 - 1 + a93x —+ a33x

sistem din care, prin identificarea coeficientilor polinoamelor, obtinem matricea operatorului U

U ar1
[A] B. = Q21
a31

izomorf

Metoda II. Deoarece Ps [X]

@12
Q22
@32

a3 0 1 2
Q23 = 0 0 2
Q33 0 0 0

~  R? deducem c& U este operator liniar de la R? la R?, dat de o matrice A

de tip 3 x 3. Vom determina [A]gc. Daci f (z) = a + bx + ca? atunci putem scrie operatorul U astfel

1"

U (a+ bz +ca®) = (a+bx+ca:2)/+(a+ba:+cx2) = (b+2cx) +2c = (b+ 2¢) + 2cz.

Vom scrie f(z) =
B. = {1,z,2%} din P, [X]:

f(z) =a+ b+ cx? LA

4

(f @)pe = (abe)" —

Scriem coordonatele operatorului U astfel

b+ 2c

U(f @) =| 2 |=
0

Matricea

este matricea operatorului U.

a+bx+cx? si U(f(z)) =

(b+ 2¢) 4+ 2cx in coordonate In raport cu reperul canonic

U(f(x))=(b+2c)+ 2
3
(U (f (2))g, = ((b+20),2¢,0)" .

1 2 a 01 2
0 2 b l=(00 2 |(f(2)g,
00 c 00 0
01 2

=100 2
00 0
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5.4 Legatura dintre operatiile cu operatori liniari si operatiile cu
matricele corespunzatoare lor

Teorema 5.4.1 Fie (X, K), (Y,K), (Z,K) spatii vectoriale de dimensiune finitd nenule. Presupunem cd

reper reper reper . o .
EFE C X, F C Y, G C Z,U;: X =Y, U : X =-Y siUs : Y — Z operatori liniari. Daca
[Al]%fF este matricea lui Uy in raport cu reperele E si F (respectiv [Ag}%fp a lui Uy in raport cu reperele E i

F) iar [Ag]g?c matricea lui Us in raport cu reperele F' si G atunci

i) operatorului liniar Uy + Us i corespunde matricea [A]%f;Uz = [Al]%lF + [AQ]%2F ;

ii) operatorului liniar Uy (a € K) i corespunde matricea [A]%U} =a- [Al]%fF;

S . . UsoUl U U
i1) operatorului liniar Us o Uy ii corespunde matricea [A]¢ ' = [A1lg'p - [As] 5

L _
i) sub ipoteza cd Uy este inversabild operatorului liniar Uy " ii corespunde matricea [A]glE = ([Al]%lF)

)

5.5 Modificarea matricei unui operator liniar la schimbarea reperelor

Teorema 5.5.1 Fie (X, K), (Y, K) spatii vectoriale de dimensiune finitd nenule si U : X — 'Y operator liniar.
Daca [A]%hF1 este matricea lui U in raport cu reperele By C X, Fy C Y iar [B]%Z)F2 este matricea lui U in
raport cu reperele E5 C X, F5 CY atunci

U -1 U
I:B]EQ,FQ = (DFLFQ) . [A]El,Fl 'CE1,E2
unde Cg, g, este matricea de trecere de la reperul Ey la Ey iar Dp, p, este matricea de trecere de la reperul Fy

la FQ.

Remarca 5.5.1 Fie (X, K) spatiu vectorial de dimensiune finitd nenul si U : X — X endomorfism. Dacd [A]%

este matricea lui U in raport cu reperul E al lui X, iar [B]g este matricea lui U in raport cu reperul FF C X
atunct

(Bl = (Cpr) " [Alg - CEr

unde Cg, r este matricea de trecere de la reperul E la reperul F'.
Exemplul 5.5.1 Fie (R? R) spatiu vectorial si U : R? — R? definit prin U (z,y) = (z + y, —2z + 4y). Dacd

U 1 1 L. o U _ 2 0
[A]BC—(_2 4> atunci sa se arate cd [B]B_(O 3)

reper

RQ,B:{(l,l)T,(l,Q)T} & R2.

reper canonic

unde B, = {(1, O)T , (0, 1)T}

Demonstratie. Observam ca

1 1
OBCJB - ( > - (
B. © B.

—
[N}
=
[N R
N————
.
[}
@
Q.
&)
oy
2
5]
S—
L
Il
7 N\
S
—
— |
—_
N——

Atunci
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CURS 6: ALGEBRA
Conf. univ. dr.: Dragos-Patru Covei Specializarea: C.E., LE., S.P.E.

Nota: Acest curs nu a fost supus unui proces riguros de recenzare pentru a fi oficial publicat. El poate fi
distribuit numai cu permisiunea autorului.

6.1 Valori proprii si vectori proprii ai unui operator liniar care este
endomorfism. Subspatii proprii. Dimensiunea algebrica si geo-
metrica a unei valori proprii

Fie (X, K) spatiu vectorial nenul gi U : X — X endomorfism.

Definitie 6.1.1 Vectorul x € X, x # Ox se numeste vector propriu al lui U dacd exista A € K astfel incat

U (z) = Az. (6.1.1)

Definitie 6.1.2 Un scalar A € K se numeste valoare proprie a lui U dacd exista v € X, © # 0x ce verifica
(6.1.1).

Definitie 6.1.3 Fie A valoare proprie a lui U. Multimea Xy = {x € X|U (x) = Az} se numeste subspatiul
proprivu ol lui U corespunzdator valorii proprii . (Notdm cd in X este inclus g1 0x.)

Remarca 6.1.1 X, = Ker (U — Alx) este subspatiu vectorial in X.

Definitie 6.1.4 Multimea tuturor valorilor proprii se noteaza prin AU si se numeste spectrul operatorului U.
Numdarul Ry = max {|A|| A € AU} se numeste raza spectrald a operatorului U.

Remarci 6.1.2 Dacd dimg X =n € N* jar A" [A]g este matricea lui U in raport cu reperul B C X atunci
A € K este valoare proprie pentru U (se mai spune pentru A) dacd si numai dacd
det (A — \I,) = 0. (6.1.2)

In plus, vectorul propriu x corespunzator valorii proprii A se determind din sistemul

(A—)\In) B ZOX. (613)

Definitie 6.1.5 Dimensiunea subspatiului propriu X peste K se numeste multiplicitatea geometrica a valorii
proprii . Se noteaza dimyg Xy prin myg, .

Definitie 6.1.6 Multiplicitatea algebrica a valorii proprii X este multiplicitatea lui A ca radacing a ecuatied
(6.1.2). Notam prin mg, multiplicitatea algebricd a valorii proprii .

Remarca 6.1.3 Dacd dimg X = n € N* iar A € K este o valoare proprie a endomorfismului U atunci
Mgy S May -
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6.2 Polinoame de endomorfisme sau de matrice patratice. Polinom
caracteristic al unui endomorfism sau al unei matrice patratice.
Teorema Hamilton-Cayley. Consecinte

Fie (X, K) spatiu vectorial cu dimg X =n € N*, U : X — X endomorfism iar A et [A]g matricea lui U in
raport cu reperul B C X.
Definitie 6.2.1 Polinomul

Pi(N) =det (A —X,) =poA" + 1 A" 4 oA pi A+ pp, i €K cui=0,...,n
ce intervine in (6.1.2) se numeste polinomul caracteristic al endomorfismului U iar ecuatia Pa (X) = 0 ce-i
corespunde lui Py (X\), se numeste ecuatia caracteristicd a lui U.

Invarianta polinomului caracteristic la schimbarea reperelor este redata in:

Teorema 6.2.1 Prin schimbarea reperului in spafiul vectorial (X, K), polinomul caracteristic al operatorului
liniar U nu se modifica.

Demonstratie. Fie E, F "C" X. Notim A = [A}%, B = [B]g iar prin C' = [C]  matricea de legatura intre

reperele £, F. Observam ca

PB (>‘) - ‘B* )‘In| = |C71AO* >\In| = |C¥71 (Ai )‘In)c| = |(A7 )‘In)| = PA ()‘)a

si deci polinomul caracteristic nu depinde de alegerea reperului. [ |

Teorema 6.2.2 (Teorema Hamilton-Cayley) Fie M,, (K) spatiul vectorial al matricelor de tip nxn. Daca
reper

B C X,U:X — X este endomorfism iar A € M,, (K) este matricea lui U in reperul B atunci Py (A) =

Demonstratie. Observam ca

(A= M,) (A= X,)" =|A—\,| I, pentru X\ ¢ AU (6.2.1)
unde
+ ﬂﬁ))\ o+ 5(” 1))\71 1 5(1)/\ 4+ B(”—l)/\nfl
(A - /\In)>k = (6.2.2)
0+ BN+ L BUTIA L B0  BIA 4 4 B At

este matricea adjunctd a lui A — AI,,. Notatiile introduse sunt reprezentate de

Qoo — A [677%]
ﬂ(l)l + /3 )\ + + ﬂ(n 1 )\rb 1
oy e O — A
Descompunand (6.2.2) in sume de n matrice avem
B e B Y - B nY )
. e By .
(A=), = I e S D At
2,1 271, ﬁ,,(lll) 7(L1n) B(n D 7(::;1)
282 not not
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= By+BiA\+ ...+ B, \" L
Egalitatea (6.2.1) devine
(A= AL) (BoA + BiX* + oo+ By N1 = (poA™ + 1A ™ e+ Do A+ 02) L

Efectuand produsul in membrul intai si identificind coeficientii polinoamelor, obtinem

—Bn-1 = poln
ABn—l - Ian—Z = plIn
ABI - InBO = pnflln
Tnmult;ind prima relatie cu A" a 2-a cu A"~ !, ..., n+ 1-a cu I, respectiv si adunand rezults

PoA" + 1 A+ L pa 1 A+ ppl, = 04, (i) sau echivalent Py (A) = Oy, ()

Remarca 6.2.1 Dacd det A = p, = P4 (0) # 0 atunci

n—1 —
Puly = — ()\ by pk/\"_k_1> gi deci A7V = —— % ppAnTRTL
k=0 A=A Py k=0

6.3 Operator liniar diagonalizabil. Matrice diagonalizabila. Puter-
ile unei matrice diagonalizabile. Teorema de diagonalizare

Fie (X, K) spatiu vectorial cu dimg X =n € N* i U : X — X endomorfism.

Definitie 6.3.1 O matrice A = (a; ;) € M, (K) se numeste diagonald dacd a; ; =0 Vi # j.

1=1,..., n

Remarca 6.3.1 Dacad A € M,, (K) este o matrice diagonald de forma

A0 .0 Mo L0

k
A—] 0 X 0 wtunei AF— | 0 A .0
0 0 .. A\, 0 0 .. X\

Definitie 6.3.2 O matrice A € M,, (K) se numeste diagonalizabild dacd existd C o matrice nesingulard (in-
versabild) astfel incat matricea D = C~1AC este o matrice diagonald.

Remarca 6.3.2 Daca A € M,, (K) este diagonalizabila atunci AP =C.DF.-C Y unde D=C1-A-C i C
este matricea de trecere ce permite diagonalizarea. Intr-adevar,
D = C'"AC=A=C-D-C'=
A (c.p.cV=(.p.c(C-D.CY..(C-D-C')=C-D-....D.C"'=C-D".C"".
—_—

de k ori

Are loc urmatorul rezultat general:
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Teorema 6.3.1 O matrice A € M, (K) este diagonalizabild dacd si numai dacd are n vectori proprii ce
formeaza o baza.

Algoritmul de diagonalizare pentru o matrice A € M,, (K) este urmatorul:

Etapa 1: Daca A € M (n; K) determinam P4 (\) si spectrul AU = {Ay, ..., A\p} cu multiplicitatile mq, , ...,
Ma,, respective.

Etapa 2: Pentru A = Ay determinam spatiul X, si o bazd By a sa. Daca mg, # mg,, atunci matricea A

nu se diagonalizeaza. Insa daca mg, = ma, , ... , Mg, = Mg, atunci determinam bazele By, ..., B, pentru
D. SV, G
Etapa 3: Consideram matricea C' punand pe coloane la rand vectorii bazei By, apoi ai lui Bs, ... , Bp. Atunci

C~'. A-C = D este matrice diagonali. Totodata, A¥ = C - DF.C~1.

Definitie 6.3.3 Spunem ca operatorul U € Lk (X, X) este diagonalizabil dacd existd o baza a lui X in raport
cu care matricea sa este diagonala.

Teorema 6.3.2 (Teorema de caracterizare a diagonalizirii) Fie A € M, (K) matricea lui U intr-un
reper al lui X. Sunt echivalente:

i) U diagonalizabil.
ii) Raddacinile A1, ..., A\p ale polinomului caracteristic Py (\) sunt in K, mg, = mg, pentru orice i =1,...,p

§1 Mgy, + ot My, =N

Remarca 6.3.3 Fie Ai,...,\, € K cele p valori proprii distincte ale lui U. U este diagonalizabil dacd si numai
dacd X = X, @ ... ® Xy, unde Xy, (i =1,...,p) este subspatiul propriu corespunzator lui ;.

Algoritmul de diagonalizare pentru endomorfismul U este urmatorul:

Etapa 1: Determinam o bazad B C X si scriem matricea A € M, (K) asociatd endomorfismului U in aceasta
baza.

Etapa 2: Determindm Py (A) si spectrul AU = {A1, ..., Ap} cu multiplicitatile mq, , ..., mq,  respective.

Etapa 3: Pentru A = A; determinam spatiul Xy, si o bazd By a lui. Daca mg, # m,, atunci operatorul

U nu se diagonalizeaza. Insa, daca mg, = ma,,, ... , Mg, = Mq, vom determina bazele By, ..., B, pentru
D, G, G

Etapa 4: Scriem baza B’ a spatiului vectorial in raport cu care matricea asociatd lui U are forma diagonald
canonicé, adicd B’ = B U...UB,,. Matricea asociata lui U in baza B’ este matrice diagonala si are pe diagonala
principala valorile proprii Ay, ..., A, fiecare dintre acestea aparand de un numar de ori egal cu ordinul sau de
multiplicitate:

A0 0
0 M\ 0
U
[Dlg =
Ap O
0 O e Ap
Etapa 5: Construim matricea de trecere de la reperul B la reperul B’, adica Cp p.
Etapa 6: Verificam corectitudinea calculelor testand valabilitatea relatiei

[D}%/ = (03731)_1 -A- CB,B’-
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CURS 7: ALGEBRA

Conf. univ. dr.: Dragos-Patru Covei Specializarea: C.E., LE., S.P.E.

Nota: Acest curs nu a fost supus unui proces riguros de recenzare pentru a fi oficial publicat. El poate fi
distribuit numai cu permisiunea autorulus.

7.1 Forma diagonala/forma canonica Jordan a unui endomorfism

Fie (X, K) spatiu vectorial cu dimg X =n € N*, U : X — X endomorfism si A € K valoare proprie a lui U.

Definitie 7.1.1 Se numeste celula Jordan de ordin p atasatd scalarului X € K o matrice de tip p X p de forma:

A1 0 .. 0 0
00X 1 .. 00
0 0 A

Jp ()\) - e e CERY “ee
0 0 Al
0 0 0 A

Definitie 7.1.2 Se numeste bloc Jordan de ordin (p1, ..., pr) atasat scalarului A € K o matrice de tip (p1 + ... + pr) X
(p1+ ... + pr) de forma:

‘]Pz (A)
B, (A\) = diag (Jp, (A), ...; Ip,. (N)) =
0 0
0 0

unde p1 + ... + pr = p.

Definitie 7.1.3 Se numeste matrice sub forma canonicd Jordan o matrice pdtratica de ordin n pe a carei
diagonala principald se afla blocuri Jordan cu scalari diferiti, adica:

J = diag (Bn, (M), ..., B, (Ar)), n1 4 ... +np =1

Definitie 7.1.4 Spunem ca U este jordanizabil, daca exista o bazd in X fatd de care matricea lui U sa aiba
forma canonica Jordan.

Definitie 7.1.5 O matrice A € M,, (K) spunem ca este jordanizabild, dacd existd o matrice nesingulara C €
M, (K) astfel incat C~LAC sd fie o matrice sub forma canonicd Jordan.

7.2 Forma canonica a unui operator nilpotent
Fie (X, K) spatiu vectorial cu dimy X € N*.

Definitie 7.2.1 Un operator N € Lk (X, X) se numeste nilpotent dacd existd r € N astfel incat N (-) = 0x.
Cel mai mic r € N cu aceastd proprietate se numeste gradul lui N (sau indexul de nilpotenta).

7-1
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Definitie 7.2.2 O matrice A € M,, (K) se numeste nilpotentd dacd exista r € N astfel incat A" = Oy, (k-
Remarca 7.2.1 O matrice nilpotentd are numai valoarea proprie zero.

Teorema 7.2.1 Operatorul N € Ly (X, X) este nilpotent dacd $i numai dacd exista B C (X, K) astfel incdt
. N . A~ . v
matricea [Alg a operatorului N in baza B este nilpotentd.

r

Demonstratie. Se observa ca [A}g = ([A]g)r si deci [A]gT = Ox dacd si numai daca N" = Ox. [ |
Definitie 7.2.3 Fie operatorul U € Lk (X, X). Vectorul x € X, © # 0x se numeste vector propriu generalizat
al lui U daca exista A € K gi r € N* astfel incat

(U — )\lx)r (x) = OX (7.2.1)

iar multimea
X*={zeX|(U-Ayx) (z)=0x}=Ker(U—-Ax) : X = X,

se numegste spatiul vectorilor proprii generalizati asociat lui A.

notam

Remarca 7.2.2 Are loc X, C X* iar operatorul N (z) "=" (U~ Mx)(z) € Lx (X,X) cu proprietatea
(7.2.1) este nilpotent.

Definitie 7.2.4 Un ciclu (sau lant) de vectori proprii generalizati ai endomorfismului nilpotent N € L (X, X)
este un sir de vectori nenuli, de forma {v, N (v),..,N""! (v)} unde N"(v) = Ox. v este radicina ciclului de
vectori proprii generalizati, N"~* (v) este vectorul de final iar r este lungimea ciclului.

Remarca 7.2.3 Fie operatorul U € Li (X, X) si A nogm [A]g matricea lui U in raport cu reperul B C X.
Vectorul propriu generalizat © # 0x corespunzdtor valorii proprii X se determind din sistemul (A — \I,) zp =
Ox unde (A —\I,,)" = O, (k) tar un ciclu de vectori proprii generalizati corespunzatori lui A este

{v, (A= ML) v, (A= ML) v, ey (A — L) - v} . (7.2.2)
Remarca 7.2.4 Ciclul de vectori proprii generalizati din (7.2.2) formeazd un sistem liniar independent.

Teorema 7.2.2 (Forma canonica Jordan a operatorilor nilpotenti) Dacd N € Lk (X,X) este endo-
morfism mnilpotent atunci N are o bazd formatd din vectori proprii generalizati ai lui N. Matricea asociatd
lui N in aceasta baza este matrice Jordan.

7.3 Reper Jordan. Algoritm de jordanizare. Vectori principali si
nuclee principale

Fie (X, K) spatiu vectorial cu dimg X =n € N*, U : X — X endomorfism.

Definitie 7.3.1 Se numeste reper Jordan un reper al lui X in care matricea lui U este o matrice Jordan.

Algoritmul de jordanizare pentru U € L (X, X) este redat in cele ce urmeaza:

bas
Etapa 1. Fixam B ' x si scriem matricea A € M, (K) a lui U in raport cu aceasta baza.
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Etapa 2. Determindm polinomul caracteristic P4 (A) = |A — AL,|. Sunt posibile doud cazuri

Caz 1. P4 ()\) = 0 nu admite n radacini in K situatie in care U nu este jordanizabil.
Caz 2. P4 (\) =0 are solutiile Ay, ..., A, € K cu May, + .o+ Mgy =1 iar U este jordanizabil si se continua:

Etapa 3. Fixam o valoare proprie A si calculam matricea endomorfismului N (-) notdm ry (-) = Alx (+) in raport
cu baza B. O notam prin N aceasta matrice.

Etapa 4. Determinam numaérul celulelor Jordan pentru valoarea proprie A : my, = dimg KerN (-) = dimg X.
Pot sa existe doua cazuri

Caz 1. Daca mg, = mg, o baza pentru X, va fi formata din mg, vectori proprii liniar independent;i.
Deci, pentru A vom avea mg, celule Jordan de forma J; (A).
Caz 2. Daca my, < mg, se trece la:

Etapa 5. Determindm s € N*, minim, s < m,,, astfel incat rangN® = rangN*P Vp € N.
Etapa 6. Determinam nj; numaérul celulelor Jordan de ordin h € {1,2, ..., s} dupa formula

np = rangN" ™t — 2rangN" + 7’ngNh71

unde rangN°® = rang (IM7L(K)) =n, rangN*T! = rangN*®, 5 _ hn, = m, .
Etapa 7. Se repeta algoritmul incepand cu Etapa 3 pentru fiecare valoare proprie a lui U.
Etapa 8. Se scrie matricea J a lui U sub forma canonica Jordan.

Etapa 9. Tinand seama de definitia matricei unei aplicatii liniare in raport cu un reper, se determina reperul
B’ alui X in raport cu care U are matricea .J.

Remarca 7.3.1 Vectorul v € X, vy # 0 definit prin N (v1) = Ox se numeste vector propriu iar vectorii va,
V3, ... , Vs definiti prin
N (v2) = v1, .00, N (v5) = 51 (7.3.1)

se numesc vectori proprii principali. Nucleele
KerN (-),.., KerN*71 (.
se numesc nuclee principale. In reprezentarea matriceald (7.3.1) este echivalent cu

(A=A, v =1, ... , (A—)Jn)s_l Vg = Vg_1.

Remarca 7.3.2 Matricea Jordan J este unic determinatd de matricea A, pand la o permutare a blocurilor de
pe diagonala principald.

Exercitiul 7.3.1 Fie (M2 (R),R) spatiul vectorial al matricelor de tip 2 X 2 cu elemente numere reale $i

A:<21 i)EMz(R)

. . 2 . PV, o . .o . o
matricea operatorului U : R2— R* in baza canonicd din R. Sd se determine forma canonicd Jordan si o bazd
in care este atinsa aceastd formd.

Solutie. Observam ca polinomul caracteristic este

2—-A 1

PA(A):‘ -1 4-A

’:/\2—6)\+9:()\—3)2.
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Deducem de aici c& A este matrice nilpotentd. Se rezolva ecuatia P4 (A) = 0 de unde deducem ci A =3 € R cu

Mg, = 2.
-1 1
N= ( ! ) |
Etapa 4. Se determind numarul celulelor Jordan pentru valoarea proprie A : d = dimg KerN (-) unde

ke 0= {e=tmmaen (2 1) ()= ()

Observam ca ranglN =1 unde N = < :} 1 )

Etapa 3. Pentru A\ = 3 se obtine matricea

Astfel ca {(—1, —1)T} este sistem liniar independent maximal in KerN (-) si deci 1 = dimg KerN (-) < mq, = 2.

Trecem la:
o (-1 1 -11\ (00
() ()00 )

Etapa 6. Se determind nj, numdarul celulelor Jordan de ordin h € {1,2} dupd formula

Etapa 5. Se observa ca
si deci s = 2.

np = rangN"t — 2rangN" + rangN"~!
unde rangN°® = rangly = 2, rangN*t! = rangN*, 5 _1hnp = mg,. Pentru aceasta, se observa ca
rangN = 1,rangN* = rangN?® = 0.

Astfel ca
ny = rangN? — 2rangN' + rangN® =0—-2+2=0
ng = rangN?3 — 2rangN? + rangN* =0—-2-0+1=1

Asadar matricea Jordan asociata lui A are: 0 celule de ordin 1, 1 celula de ordin 2:

3 1
(1)
Tinand seama de definitia matricei unei aplicatii liniare in raport cu un reper, se determini reperul B’ =

{vl = (a1, bl)T , U2 = (aqg, bg)T} a lui R? in raport cu care U are matricea J:

U (’Ul) = 3’U1 A’Ul = 3’01 (A — 3]2) v = OR2
U (’Ug) =1 + 3112 - A'U2 =1 + 3’02 = (A — 3]2) Vg = V1
Alegand v = (aq, bl)T in (A — 3I3)v; = Ogz obtinem

-1 1 ai _ 0 :>,a1+61:0:>a1:b1:>v1:a1(151)T
-1 1 by 0

Alegand vy = (aq, bz)T siv = (1, 1)T corespunzator lui a; = 1, in (A — 315) v3 = v obtinem

(A—3L)v, = v1<=><j 1><Z§>:<i>

— —a2+b2:1:>a2=b2—1:>’l)2=(b2—1,b2)T.
Astfel ca B’ = {v1 = (1, l)T ,vg = (1, 2)T} este reperul Jordan in care este atinsi forma .J. In plus, putem

spune ca v = (1, Z)T este vector propriu principal. Observam ca

== (2 (2 ) (11)-(0))

adica nu s-a gresit la calcule si in plus matricea C' are pe coloane vectorii vy, vo. ®
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CURS 8: ALGEBRA
Conf. univ. dr.: Dragos-Patru Covei Specializarea: C.E., LE., S.P.E.

Nota: Acest curs nu a fost supus unwi proces riguros de recenzare pentru a fi oficial publicat. El poate fi
distribuit numai cu permisiunea autorulus.

8.1 Aplicatii la forma canonica Jordan. Sisteme de ecuatii diferentiale
liniare de ordinul intai cu coeficienti constanti omogene: sistem
fundamental de solutii, solutia generala (cazul bidimensional)

Definitie 8.1.1 Un simbol matematic de forma

{y/a11y+a122 c y:G— Dy, y=yl(x) (8.1.1)

2\ = ag1y + asnz v z2:G— Dy, z=2z(x)

unde G C R, D; C R, Dy C R dar a;; sunt constante reale, se numeste sistem de doud ecualii diferentiale
liniare de ordinul intdi cu doud functii necunoscute, cu coeficienti constanti, omogen.

Definitie 8.1.2 Un sistem de doud functii y(x) : G C R —D; respectiv z(z) : G C R =Dy derivabile cu
derivata continud pe G, formeazd o solutie a sistemului omogen (8.1.1) pe G dacd verifica sistemul (8.1.1)

pentru orice x € G. Sistemul de functii y (z), z (z) cu aceastd proprietate se noteazd prin ¢ (z) = (y (z), z (z))"
iar despre p : G CR =Dy X Dy spunem cd este solutie a lui (8.1.1).

Definitie 8.1.3 Fie urmdtoarele doud solutii

01 () = (y1 (2), 21 (a:))T :GCR =Dy x Dy gipa(x) =(y2(x), 22 (m))T :GCR—D; x Dy

ale sistemului (8.1.1). Se spune cd 1 (x), 2 () formeazd un sistem fundamental de solulii ale sistemului
(8.1.1) pe G daca sunt liniar independente. Altfel spus, @1 (x), @2 (x) formeazd un sistem fundamental de
solutii ale sistemului (8.1.1) pe G daca

numit wronskianul celor doud solutii v1 (x), @2 (x) nu se anuleazd in niciun punct din G.

Remarca 8.1.1 Dacd determinantul W (x) a doud solutii ale sistemului este diferit de zero intr-un punct din
G atunci el este diferit de zero pe G.

Teorema 8.1.1 Fie sistemul (8.1.1). Dacd ¢1 : G C R —Dy X Da, 3 : G C R —Dy X Dy sunt solutii ale
sistemului (8.1.1) ce formeazd un sistem fundamental de solutii pe G, atunci solutia generald a sistemului (8.1.1)
este datd de w (x) = c1p1 (x) + cap2 (z) unde ¢1 € R, co € R sunt constante arbitrare.

Remarcd 8.1.2 Dacd U : D1 x Dy — R? este operatorul de derivare definit prin U () = ¢’ atunci sistemul
(8.1.1) se scrie sub forma echivalentd ¢’ = Ap unde

Anog“zm [A]gF _ ( ail a2 ) c M2 (R)

a21 A22

este matricea operatorului U in reperul canonic B, al lui R? iar ¢ = (y, z)T :G — Dy x Ds.

8-1
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Remarca 8.1.3 Multimea Sy ={ ¢ () : G CR =Dy x Ds| ¢ (-) verificid ¢’ (x) = Ap (z)} este subspatiu vecto-
rial de dimensiune 2 al spativlui C* (R, ]RQ) al aplicatiilor de clasd C' de la R la R2.

Prezentam un algoritm de determinare a solutiei generale a sistemului (8.1.1).

Fie K1 # 0, K5 # 0, ¢1, ¢o constante reale. Definim U (w) = w’ = A - w. Se rezolva ecuatia caracteristici

A— AL =0 | @1 —A @2 |
az;r a2 — A
si se scrie AU respectiv m,, . Solutia generald a sistemului (8.1.1) este
w(x) =11 () + capa (x), ¢c1 ER, e €R (8.1.2)

unde @1 (x), p2 (x) este un sistem fundamental de solutii ce se determina parcurgand unul din cazurile urmatoare
precizat de valoarea proprie A:

Caz 1. Daca A = a+if € AU (B > 0) se determind un vector propriu vy = v1 + ive € X, cu ajutorul ciruia
se scriu solutiile

1 () = Re (emm) = € (v1 - cos fr — vasin fx) si 2 (x) =Im (GAIU)\) =€ (v - sin B + vacos fx), v € R

corespunzatoare valorilor proprii A si respectiv A. (In calcule, se recomandd deducerea acestor formule din
relatia lui Euler '* = cosa + isina, a € R).

Caz 2. Daca A € RNAU cumg, =1 atuncisgi A2 € RNAU cumg,, = 1. In acest caz, daci May, = Mg, si

. . -, - < s . t . <
matricea A este diagonalizabila = existi o bazd B in care matricea A; 2 [Al]g este diagonala.

[A]g = < /})1 ;)2 )

May, = Mgy,

Notam B = {v1,v2} unde

vy = (m, n)T este vectorul propriu corespunzétor lui A; ce se determina din (A — Ay Iz) v1 = Og2
vy = (p, q)T este vectorul propriu corespunzitor lui As ce se determina din (A — Ayly) vy = Ope.

Scriem matricea diagonalizatoare
T T
C’:C'BC,BZ(Uf Uz)z(m z))cuAl:C_lAC.

Scriem sistemul astfel

si efectuam schimbarea de variabila
T
w = Cu unde u = (uy, uz)

Prin schimbarea de variabild, avem

(Cu) = ACu <= Cu/ = ACu|-C™ ' = u' = CT1ACu <= v/ = Aju.

Din ) )
r_ up \ _ [ A uy = A\ug
u Alu@<u,2)()\2u2 ><:>{ wh = Aoy
obtinem
/
Go = (nful) =M = Inju| = //\ldx e Infur| = Mz + In [K1| = w1 (2) = creM®
1
I
% = = (In|ug|) = Xa = Inljuy| = /)\gd:c > In|ug| = Aoz + In | Ka| = uy () = cpe™22.
2
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Revenim la schimbarea de variabila

de unde obtinem solutia In coordonate

)\11} _|_ pc2e>\2x

Xg.’t

y () = muy + pug = mcye
2 (x) = nuy + qug = nc e™M® + qege

iar daca dorim sa determinam doua solutii ale sistemului, scriem

(1) o () () = vt

de unde obtinem ¢ (z) = e*%vy, si o (z) = €2

Tua, cu ajutorul carora se scrie solutia generald (8.1.2).

8-3

Caz 3. Daca A\{ = Ao € RN AU atunci A notam A1 = Ay si observam ca m,, = 2. Daca m,, = mgy, aplicam
Caz 2 deoarece A este diagonalizabild iar daca mg, < m,, = 2 matricea A este jordanizabild = exista o baza

~ . not U .U 2
B’ in care matricea Ay = [As]g, este sub forma canonicé Jordan. In fapt,

J_[Ag]g,_(é i)

Notdm B’ = {vy,v2} unde

vy = (m,n)T se determina din (A — A\l3) vy = Og2
v = (p, q)T se determina din (A — Ao15) vy = vy,

(v1 este vectorul propriu corespunzator lui A iar vy este vector propriu generalizat/principal). Atunci matricea

jordanizatoare este

+
C’C'BC,B/(U} U2>(m Z) cuJ=C"tAC.

! n

Scriem sistemul astfel
w' = Aw

si efectuam schimbarea de variabila
T
w = Cu unde u = (u1, ua)

Prin schimbarea de variabild, avem

(Cu)' = ACu <= Cu/ = ACu|-C7 ' = u' = C7'ACu <=/ = Aju.

/ /
;L up \ [ Aur+ug uy = Aug + ug
u_AIU(:)(u;)_( Ao ) {U’Q—)\uQ.

Din uh = Aug = us (@) = c2e™. Inlocuim uy (z) = ce™®

ca
_ _ !/ _ /
uy = My +026)\z| e = (ule )‘””) =cCo :>/(u16 )‘m) dxz/CQda:
—Ar __ _ Az Az
— ue =cox + 1 = uy (x) = coxe™® + 1.

Revenim la schimbarea de variabila

in u) = My + up = v} = Auy + coe™®. Observam
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de unde obtinem solutia generalid in coordonate

{ y(x) =muy +pug =m (czaz:eMt + cle’\”) + peoe® { y(x) =

mze™ 4+ pe’\’”) + mere®
z(x) =nu; +qua =n (czxe/\x + cle/\””) + qeoe®

nre ® + qe’\x) + nepel?.

Putem scrie doua solutii ale sistemului, astfel

D R e Al

ne nre 4 ger®

de unde obtinem ¢; (z) = (me”, ne’\z)T si o (z) = (mxe“ + pe’® nxer® + qe/\z)T cu ajutorul cdrora se scrie
solutia generald (8.1.2).

Remarca 8.1.4 Dacd U : Dy X ... X D, — R"™ este operatorul de derivare definit prin U (p) = ¢’ atunci
sistemul ' = Ap unde

i ail e Q1p
AMET A = . | EMR(R)
anl ... Qnpn
este matricea operatorului U in reperul canonic Be al lui R™ iar ¢ (t) = (x1 (), ..., @n (£))” : G — Dy x ... x D,

se trateazd absolut analog.
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9.1 Functionale liniare. Dualul algebric al unui spatiu liniar
Fie (X, K) spatiu vectorial.

Definitie 9.1.1 O functie f : X — K se numeste functionald (sau forma) liniard dacd f este operator liniar,
adica
flaz+By) =af(x)+Bf(y) Vo,ye X, Vo,B € K.
Teorema 9.1.1 Multimea X* = L (X, K) a functionalelor liniare f : X — K inzestratd cu operatiile
i) (f+9)(@)=f(x)+g(x)VreX;
i) (af)z=af(z) Ve e X, Va e K;
are o structurd de spatiu vectorial peste K, notat (X*, K) si numit spatiul vectorial dual al lui X.
Remarca 9.1.1 (Reprezentarea unei functionale liniare) Presupunem cd dimg X =n € N*. Dacd E =
{e1,....en} este bazd a lui X, a; = f(e;), i=1,n, a=(a1,....an)" sizp = (21,....,2,)" atunci

VeeX —ax= .leiei st f(z) = ‘Elacif (e;) = B ajx; = (ay...an) | - =a' -Tg.
iz iz = o

9.2 Functionale biliniare si sesquiliniare
Fie (X, K) si (Y, K) spatii vectoriale reale sau complexe (adicd K = R sau K = C).

Definitie 9.2.1 O functie f : X x Y — K se numeste functionald (sau formd) biliniard dacd
i) [flaw+t Py z) =af(z,2)+Bf(y,2) Yo,y € X, Vz €Y, Va, f € K;
i) f(z,ay+pBz) =af(z,y)+4f(z,2) Ve e X, Vy,z€Y, Vo, € K.

Remarca 9.2.1 Dacd se fizeazd z € Y rezultd din i) cd | este o Functionald liniard pe X iar dacd se fizeazd
x € X rezultd din i) cd [ este o functionald liniard pe Y .

Remarca 9.2.2 Dacd = 0x sauy = 0y atunci f (Ox,y) =0Vy €Y i f(x,0y)=0Vr € X.

Exemplul 9.2.1 Daca f : X — K si g: Y — K sunt funcfionale liniare atunci h : X XY — K definita
prin h(z,y) = f(x)g(y) este o funclionala biliniara. Intr-adevdar, pentru x € X fizat, x = T se deduce cd
h(Z,y) = f(T) g (y) este functie liniard in y € X, deoarece f (T) € K este un scalar. Analog, pentru y fizat.

9-1
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Exemplul 9.2.2 Fie A € My, ., (K). Pentru z,y € K" definim
[ K'xK" — K, f(z,y) =27 Ay € K.
Probam ca f este o functionald biliniard. fntr—adevdr,

flaz+ By, z) = (ax+ By)T Az = (aa:)T Az + (By)T Az = axT Az + Byt Az = af (x,2)+ Bf (y,2),
fla,ay+B2) = aTA(ay+B2) =a"A(ay) + 2" A(Bz) = aa” Ay + Ba" Az = of (z,y) + Bf (x,2).

Remarca 9.2.3 Adunarea formelor biliniare si inmultirea cu scalari se definesc in mod similar ca la functionalele
liniare. In raport cu aceste operatii, mullimea tuturor formelor biliniare este un spatiu vectorial peste corpul
scalarilor.

Definitie 9.2.2 Functia f: X x X — C se numeste functionald (sau forma) sesquiliniard dacd
Z) f(al'+5yaz) = OZf(fE,Z)'Fﬁf(il/,Z) Vx,y7z€X,Va,ﬁ€C
W) fle,ay+pz) = af(e,y)+Bf(z,2) Vr,y,2€X,Va,eC

unde prin @ respectiv f am notat numdrul complex conjugat lui o respectiv 3.

9.3 Reprezentarea matriceala si forma algebrica. Functionale biliniare
simetrice si sesquiliniare hermitiene

Presupunem ca (X, K) si (Y, K) sunt spatii vectoriale reale sau complexe cu dimg X = n € N* gi dimg Y =
m € N*iar f: X xY — K este functionala biliniara.

Remarca 9.3.1 Daca

F={fi,fa} € X

baza

G={g1,.,gm} C Y
xp = (1, ...,a:n)T este vectorul coordonatelor unui element x € X in baza F

ye = (y1, ...,ym)T este vectorul coordonatelor unui element y € Y in baza G

atunci

ren =1 (o Eios) = 5 s 5., (93.1)
1= j=1 i=1j=1

Este necesar sa introducem:

Definitie 9.3.1 Matricea

f(flagl) f(fhgm)
A=[Al] = € My (K)

se numegste matricea lui f in raport cu bazele F', G iar numerele a;; = f (fi,9;) € K (i=1,..,nsij=1,..,m)
se numesc coeficientis functionalei biliniare f in perechea de baze F = {f1,....,fn} C X, G={g1,..,9m} C Y.
Cu aceste notatii formula (9.3.1) se poate scrie astfel

n m T
[ (z,y) = Eljgll’z'yjaij = (zr) Ayc

iar reprezentarea f (z,y) = (xF)T Aya se numeste reprezentarea matriceald a functionalei biliniare f in timp

n m
ce f(z,y) = Eljglxiyjaij se numeste forma algebrica a functionalei biliniare f.
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Definitie 9.3.2 Presupunem dimyg X = dimg Y =n € N*. Fie A matricea functionalei biliniare f : X XY —
K in raport cu bazele F, G din X respectiv Y. Dacd matricea A este nesingulard (singulard), atunci forma
biliniara f se numeste nedegeneratd (degeneratd). Rangul matricei A se numeste rangul formei biliniare f.

Remarca 9.3.2 Daca X =Y atunci F = G in Definitia 9.3.2.

Remarca 9.3.3 Unei matrice A = (ai;) € My, m (K) i se poate asocia o formd biliniard.

i=1,...,n
j=1,...., m

Remarci 9.3.4 Daci X =Y atunci F = G iar f (z,y) = (¢r)" Ayp unde A noim [A]{; este matricea lui f
in raport cu baza F. In plus, matricea A cu aceastd proprietate este unica.

(1)

atunci functionala biliniard asociatd matricei A este

f(( " )( " )) =(=w )(; i)(i; ) = y2 (201 +dy1) + @2 (@1 + 21) - (9.3.2)

Definitie 9.3.3 Fie (X, K) spatiu vectorial real sau complex. O functionald biliniara f : X x X — K se
numeste

Exemplul 9.3.1 Daca

i) simetricd daca f (x,y) = f (y,x) pentru orice z,y € X;

it) antisimetrica dacd f (x,y) = —f (y,x) pentru orice z,y € X.

Teorema 9.3.1 Fie (X, K) spatiu vectorial real sau complex cu dimg X =n € N*. Dacd f : X x X — K este o
functionald biliniard, ce are matricea A = [A]é in baza B C X, atunci f este simetricd (respectiv antisimetricd)

dacd gi numai dacd A = A (respectiv A = —At).
Remarca 9.3.5 Functionala biliniard definitd in (9.3.2) este simetricd.

Definitie 9.3.4 Fie (X,C) spatiu vectorial complez. O functionald sesquiliniard f : X x X — C se numegte
functionald sesquiliniard hermitiend (sau sesquiliniard simetrica) dacd

f(z,y) = f (y,z) pentru orice z,y € X.

Remarca 9.3.6 Fie (X,C) spatiu vectorial complex. Dacd f : X x X — C este functionald sesquiliniard
hermitiend atunci f (z,x) = f (x,z) pentru orice x € X gi deci f (z,x) € R.

Definitie 9.3.5 Fie (X, K) spatiu vectorial real sau complex. O functionald f : X x X — K (unde K =R sau
K =C) este:

1) poziliv semidefinitd (respectiv pozitiv definitd) dacd este hermitieand si f (x,x) > 0 pentru x € X (respectiv
f(x,z) >0 pentru x # 0);

it) negativ semidefinita (respectiv negativ definitd) daca este hermitieand si f (x,x) < 0 pentruxz € X (respectiv
f(x,z) <0 pentru x #0);

iii) medefinitd daca existd w1, xo € X astfel incdt f (x1,21) <0 $i f (z2,22) > 0.
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9.4 Efectul schimbarii bazelor la matricea unei functionale biliniare

Presupunem ci (X, K) si (Y, K) sunt spatii vectoriale reale sau complexe cu dimg X = n € N* gi dimg ¥V =
m € N*iar f: X xY — K este functionala biliniara.

Remarca 9.4.1 Daca

baza baza
Fro={fl,..fh} C X, B={f .7 CX
baza baza
Gi={gl, g} CY,G={g},...g4} C VY
T, = (x1,...,2,)" este vectorul coordonatelor elementului x € X in baza Fy

vya, = (1, ...,ym)T este vectorul coordonatelor elementului y € Y in baza Gy
C notdm Cr,F, este matricea de trecere de la baza Fy la baza F3,

D "oEm D¢, .c, este matricea de trecere de la baza G la baza G2,
A= [A]{%GI este matricea lui f in raport cu bazele Fy, G,

atunci

f (@)= (zr)" Aye, = (C-2r)" - A- (D yo,) = (er)" - CT-A-D-yq,

unde xp, = C~' - 2p, 1, = D' - 2g,.

Remarca 9.4.2 Dacd X =Y atunci Iy = Gy i Fo = Gs iar f (z,y) = (:CFI)T-CTA-Csz unde C =™ Cr,.r,
este matricea de trecere de la baza Iy la baza Fs.



